8.4.5 Nevlastni limita posloupnosti

Piedpoklady: 080402

Pr.1: Je ddna posloupnost (n2 )mzl . Ur¢i prvnich deset ¢leni, nakresli graf posloupnosti a

rozhodni, zda ma limitu.

Prvnich deset ¢lenti posloupnosti: 1,4,9,16,25,36,49,64,81,100 = hodnoty se neustéle (a
. ¢im dal rychleji) zvétSuji = posloupnost nema limitu (jak je vidét i z grafu).
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Posloupnost (n2 )m_1 nema limitu, pfesto nemtiZeme fict, Ze by jeji hodnoty nikam

nesmé&fovaly. Hodnoty se neustéle (a stédle rychleji) zvétSuji = posloupnost se pro n bliZici se
k nekonecnu blizi také k nekonecnu.

Rikdme, Ze posloupnost (nz) 1 ma nevlastni limitu +co . Pfidavné jméno nevlastn{
n=

pouzivame k odliseni od konvergentnich posloupnosti, které maji limitu (které se fikd vlastni
limita).

Stejn€ jako u vlastni limity 1 u nevlastni limity musime najit matematicky pfesné vyjadfeni
nematematického slovniho spojeni "posloupnost se pro n bliZici se k nekonecnu blizi také k
nekonecnu".

Cim se 1i§f posloupnost s nevlastni limitou +oo od ostatnich posloupnosti?
Hodnoty rostou nade vSechny meze = pokud si zvolime libovolné velké ¢islo, hodnoty
posloupnosti urcité tuto hodnotu prekro¢i a uz nad ni ztistanou.
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Na obrézku je vidét, jak posloupnost piekond hodnoty 40 (od ¢lenu a,) 190 (od ¢lenu a,,).

Informace z grafu miiZeme ovéfit i pocetné.

Kdy ptekroci ¢leny posloupnosti hodnotu 40?
a, = n*> >40 (obé strany jsou kladné = miiZeme odmocnit a nerovnost se zachov4)

n>+40 =6,3 = od ¢lenu q, jsou uz vSechny Cleny posloupnosti vétsi nez 40.

Kdy piekroci ¢leny posloupnosti hodnotu 90?
a, =n’> >90 (obé strany jsou kladné => miiZeme odmocnit a nerovnost se zachova)

n>+90=9,5 = od ¢lenu q,, jsou uz vSechny ¢leny posloupnosti vétsi nez 90.

MiuZeme to zkusit i obecné.
a, = n>>K (volime K >0, obé strany jsou kladné = miiZeme odmocnit a nerovnost se
zachova)

n>+K = od¢lenu a, jsou uz vSechny ¢leny posloupnosti vétsi nez K.

Rikame, Ze posloupnost (an )n=1 ma nevlastni limitu plus nekonecno, prave kdyz
pro kazdé redlné ¢islo K existuje n, 1N takové, Ze pro vSechna pfirozena ¢isla

nzn, je a, >K.PiSeme lima, =+o0.

n—o

Pr.2: Rozhodni, zda ma posloupnost (2” )oo 1 nevlastni limitu plus nekone¢no. Pokud ano,

n=

‘ dokaz pravdivost tvrzeni.

N¢ékolik prvnich ¢lent posloupnosti (2” ): : 2,4,8,16,32,64,128,... = zda se, zZe posloupnost

je rostouci a bliZi se k plus nekone¢nu = posloupnost (2” )w_l ma nevlastni limitu plus

nekonecno.

- Ditkaz: Zvolime libovolné redlné K >0 (pro K <0 podminka pro existenci nevlastni limity
- plati automaticky, protoze vSechny ¢leny posloupnosti jsou kladné.

- Cheeme najit ¢len posloupnosti, pro ktery plati a, > K .



- 2" >K (logaritmujeme pii zdkladu 10 = neméni se znaménko nerovnosti)
log2" >log K

nllog?2 >log K

' log K
log2

n>

= pro kazdé redlné ¢islo K najdeme takové n, Ze vSechny ¢leny posloupnosti za

' nim jsou vétsi nez K = posloupnost (2”) 1 ma nevlastni limitu plus nekonecno.
! 0=

H Pi.3: Mohou se hodnoty posloupnosti bliZit také k minus nekone¢nu? Jakou vlastnost by
‘ takové posloupnosti musely mit? Vyslov definici nevlastni limity —oco.

Sta¢i hodnoty posloupnosti (n2 ): vynasobit ¢islem (—1) a budou se blizit k minus

- nekonecnu.
. Hodnoty klesaji pode vS§echny meze = pokud si zvolime libovolné malé ¢islo, hodnoty
' posloupnosti urcité tuto hodnotu piekro¢i a uz pod ni zlistanou.

- Definice: Rikdme, Ze posloupnost (an )n:1 ma nevlastni limitu minus nekone¢no, pravé kdyz
- pro kazdé redlné ¢&islo L existuje ny N takové, Ze pro viechna pfirozend &isla n > n, je

. a,<L.PiSeme lima, =—-.

n—o

Pr.4: Muze byt posloupnost, kterd ma nevlastni limitu, omezena? Proc?

i Posloupnost m4 nevlastni limitu = jeji hodnoty jsou od urcitého ¢lenu vétsi (nebo mensi)
. nez libovolné redlné &islo = posloupnost nemiiZe byt omezend

Pr.5: Rozhodni o platnosti nasledujicich vét.
a) Kazd4 neomezend posloupnost mé nevlastni limitu.
b) Kazda neomezend monoténni posloupnost mé nevlastni limitu +c nebo —oo.
¢) Kazda posloupnost, kterd ma nevlastni limitu +c nebo —oo je monotdnni.

1 a) Kazd4 neomezend posloupnost ma nevlastni limitu.
. Véta neplati. Posloupnost ([—2]") je neomezend, ale nema nevlastni limitu (neustéle se
' n=l1

stfidaji kladné a zaporné hodnoty s rostouci absolutni hodnotou).

. b) Kazda neomezend monoténni posloupnost ma nevlastni limitu +c nebo —oo.
| Véta plati. Jsou dvé moZnosti.
"+ Posloupnost je neomezend a rostouci = kazdy ¢len posloupnosti je vétsi nez ¢len
! piedchozi a zaroven neexistuje ¢islo, které by bylo vétsi nez vSechny hodnoty
posloupnosti = pro kazdé ¢islo najdeme takovy ¢len posloupnosti, ktery je vétsi a
protoZe vSechny nésledujici ¢leny jsou vétsi neZ nalezeny Clen, jsou vétsi 1 nez zvolené
. ¢islo = splnéna definice nevlastni limity plus nekonecno.
. » Posloupnost je neomezenad a klesajici = kazdy ¢len posloupnosti je mensi neZ ¢len
' piedchozi a zaroven neexistuje ¢islo, které by bylo mensi nez vSechny hodnoty
posloupnosti = pro kazdé ¢islo najdeme takovy ¢len posloupnosti, ktery je mensi a
protoZe vSechny nésledujici ¢leny jsou mensi neZ nalezeny ¢len, jsou mens$i i nez
zvolené ¢islo = splnéna definice nevlastni limity minus nekonec¢no.



' ¢) Kazda posloupnost, kterd md nevlastni limitu +c0 nebo —co je monoténni.
. Véta neplati. Naptiklad posloupnost (n + 2[—1]") ma nevlastni limitu plus nekonecno, ale
I n=l1

' neni monotdénni.

Pr. 6: Sepis prehled vSech situaci, které mohou nastat ohledn¢ limit posloupnosti. Uved’ u
kazdé situace ptiklad posloupnosti.

. Mohou nastat celkem ¢tyfi situace:
. » Posloupnost je konvergentni, jeji limitou je redlné ¢islo a: lima, =a (posloupnost ma

n—o

vlastni limitu a), naptiklad posloupnost (l) , liml =0.
n n-op

n=l1

"« Posloupnost je divergentni a md nevlastni limitu +co: lim a, =+ (posloupnost ma

n— oo

nevlastni limitu +oco ), naptiklad posloupnost (nz)oo limn? = +oo

)
n=l n_oo

* Posloupnost je divergentni a md nevlastni limitu —o0: lima, = —o (posloupnost ma

n-o

nevlastni limitu —o0 ), napiiklad posloupnost (—2" )m_1 , im—2" = —o0.
-+ Posloupnost je divergentni a nemd nevlastni limitu ani +co ani —oo , napiiklad
posloupnost ([—l]")

[ee]
n=1

Pi.7: Pro které hodnoty a, a d je aritmetickd posloupnost:

a) konvergentni, b) divergentni s nevlastni limitou +oo,
c¢) divergentni s nevlastni limitou —co,  d) divergentni bez nevlastni limity?

. Aritmeticka posloupnost: neustale pfi¢itime diferenci = nezdleZi na hodnoté prvniho ¢lenu,
' 0 limitach rozhoduje diference.

a) konvergentni
. Aritmeticka posloupnost je konvergentni, pravé kdyZ d =0. Potom plati lima, =a, .

- b) divergentni s nevlastni limitou +co
. Aritmeticka posloupnost je divergentni s nevlastni limitou +oo, pravé kdyz d >0.

c¢) divergentni s nevlastni limitou —co
. Aritmeticka posloupnost je divergentni s nevlastni limitou —oo, pravé kdyz d <0.

. d) divergentni bez nevlastni limity
i Aritmetickd posloupnost nemuze byt divergentni bez nevlastni limity.



Pi.8: Pro které hodnoty a, a g je geometrickd posloupnost:

a) konvergentni, b) divergentni s nevlastni limitou +oo,
c¢) divergentni s nevlastni limitou —co, d) divergentni bez nevlastni limity?

. Geometrickd posloupnost: neustdle ndsobime kvocientem = zéleZi na hodnoté prvniho ¢lenu
' 1 kvocientu (jako u monoténnosti a omezenosti).

a) konvergentni

- Geometrickd posloupnost je konvergentni, prave kdyz |q| <1 (potom plati lima, =0), nebo
kdyZz g =1 ((potom plati lima, =a, ), nebo kdyz a, =0 (potom plati lima, =0).

- b) divergentni s nevlastni limitou +co

- Geometrickd posloupnost je divergentni s nevlastni limitou +oo, pravé kdyz ¢ >1 s a, >0.
' ¢) divergentni s nevlastni limitou —oo

- Geometrickd posloupnost je divergentni s nevlastn{ limitou —oo, pravé kdyz ¢ >1 s a, <0.

d) divergentni bez nevlastni limity
. Geometricka posloupnost je divergentni bez nevlastni limity, prav€ kdyZ g< -1 a a, #0.

Shrnuti: Posloupnost mé nevlastni limitu plus nekonecno, kdyz ptekona libovoln¢ velké
¢islo.



